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Resumen. Se propone una técnica de cuadratura numérica complementaria en el método de elementos
de borde por ponderación de Galerkin (GBEM, por Galerkin Boundary Element Method) orientado a
la obtención de una solución numérica de una ecuación integral de borde (BIE, por Boundary Integral
Equation), tal que sea apta en integrales cuádruples sobre superficies inmersas en un dominio tridimen-
sional, y con una singularidad débil en el integrando. En un trabajo previo (D’Elía y Battaglia, “Inte-
gración numérica en ecuaciones integrales de superficie con núcleos débilmente singulares y ponderadas
por Galerkin”, Mecánica Computacional, vol. XIV, 2006), se empleó la clásica transformación no-lineal
de Duffy, ampliamente utilizada en el método de los momentos (MoM, por Method of Moments) en
electromagnetismo computacional. En este trabajo se explora la transformación de coordenadas asinh en
las variables de integración de modo tal de cancelar o atenuar la singularidad, con lo cual será posible
emplear a continuación fórmulas de cuadratura numérica convencionales para integrandos regulares. La
transformación asinh será orientada específicamente a su aplicación en GBEM en el caso de elementos
triangulares simples, y a una BIE que modela problemas de flujo reptante (o flujo de Stokes) alrededor
de cuerpos tridimensionales cerrados finitos.
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Figura 1: Izq.: un cuerpo rígido cerrado, suave por partes A en un dominio exterior Ωe: punto de observación x,
punto fuente y, posición relativa r = x − y, versores normales n(x),n(y), y diferenciales de área dAx, dAy .
Der.: triángulos unitarios p y q para las coordenadas símplices.
1. INTRODUCCIÓN
El método de elementos de borde (BEM, por Boundary Element Method) se basa en la for-
mulación de un problema de valores de borde de tipo elíptico mediante una ecuación integral de
borde (BIE, por Boundary Integral Equation) (e.g. ver Hackbusch, 1995). Uno de los métodos
numéricos empleados para obtener una solución aproximada de una BIE es mediante alguna
variante de la ponderación de Galerkin y que, en este trabajo, se denominan, en general, como
método de elementos de borde con ponderación de Galerkin (GBEM, por Galerkin BEM) (Su-
tradhar et al., 2008). La matriz del sistema en GBEM está relacionada con las influencias entre
todos los pares de elementos (o paneles) de la malla de superficie, y requiere el cómputo de
integrales de superficie anidadas con una singularidad débil en el integrando. Una posibilidad
para tal fin es el esquema propuesto por Taylor (2003), con una manipulación sistemática de las
integrales de superficie sobre elementos triangulares planos, y el empleo de la Transformación
de Duffy (1982) (TD) para atenuar los efectos de la presencia de una singularidad de tipo débil
en el dominio de integración. La TD es muy popular en el método de los momentos (MoM) am-
pliamente utilizado en electromagnetismo computacional (Adelman et al., 2016; Botha, 2012b;
Manic´ et al., 2014; Reid et al., 2015). Variantes basadas en la TD o similares pueden resultar
de interés también en sus variantes basados en el método de elementos de borde isogeométrico
(Isogeometric BEM) (Aimi et al., 2017; Belibassakis et al., 2013), o en casos con singularidades
de esquinas o de aristas en la solución (Mousavi y Sukumar, 2010). Una extensión del esquema
de Taylor fue presentada en trabajos anteriores (Sarraf et al., 2017a; D’Elía et al., 2011; Sarraf
et al., 2014, 2013a), en donde la extensión consistió en emplear cuadratura numérica cuádruple,
en lugar de una cuadratura triple más una integración analítica realizada por Taylor.
En general, las reglas de cuadratura numérica para integrandos que contienen una singulari-
dad débil se basan en alguna transformación que involucra un cambio de variables, tales que el
jacobiano asociado cancele o atenúe el efecto de la singularidad, la cual está relacionada con la
función de Green del problema (Botha, 2013a,b). Luego de introducir un cambio de variables
se logra que el integrando se vuelva regular (o casi), por lo que se podrán emplear las reglas de
cuadratura convencionales para integrandos regulares, típicamente las de Gauss-Legendre (GL).
Entre otras propiedades de estas estrategias se tienen: (i) no requieren una evaluación analítica
de la integral, a diferencia de los métodos basados en la substracción de la singularidad; (ii)
extensibles a dominios curvilíneos, y (iii) aplicable a integrandos que incluyan funciones base
de alto grado (Botha, 2013a). En este trabajo se explora en el esquema de Taylor extendido
el reemplazo de la TD por una transformación alternativa basada en la función asinh (Botha,
2012b,a).
J. D'ELIA, S.S. SARRAF, E.J. LOPEZ, L. BATTAGLIA, G. RIOS RODRIGUEZ844
Copyright © 2017 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar
2. FORMULACIÓN INTEGRAL DE POWER-MIRANDA/HEBEKER
La formulación integral de Power-Miranda/Hebeker (PMH-IF, por Power-Miranda/Hebeker
integral formulation) consiste en una BIE sin modos rígidos y que describe el flujo de Stokes
alrededor de un cuerpo rígido cerrado y suave por partes A en R3, e.g. ver Sarraf et al. (2017a).
La misma puede ser clasificada como una BIE en la velocidad de tipo indirecta y completa-
da (Completed Indirect Velocity BIE (CIV-BIE)) (Ingber y Mammoli, 1999), o también como
una una BIE en la densidad de doble capa y completada (Completed Double-Layer BIE (CDL-
BIE)) (Power y Wrobel, 1995; Pozrikidis, 1992). En lo que sigue, se emplea notación tensorial
cartesiana, i.e. los índices i, j, k tienen los valores 1, 2, 3 y corresponden a las coordenadas car-
tesianas x, y, z, respectivamente. Una formulación integral indirecta para la ecuación de Stokes
sugiere considerar los núcleos de simple-capa S˜ij(x,y) y de doble-capa K˜ij(x,y). Para el caso


















donde r = x−y y r = ‖x−y‖2, con los puntos de integración y de observación y = (y1, y2, y3)
y x = (x1, x2, x3), respectivamente (ver Fig. 1, izq.), mientras que nk = nk(y) es el versor
normal a la superficie A en el punto y, δij es la delta de Kronecker, ‖ · ‖2 es la norma euclídea
para vectores, µ es la viscosidad dinámica del fluido, y se emplea la convención de la suma
sobre índices repetidos de Einstein. La PMH-IF emplea ambas densidades de simple y doble







dAy, para todo x ∈ A (2)
donde ψj(x) es la densidad de doble-capa, y ui(x) es la velocidad del flujo no perturbado. El
elemento diferencial de superficie es denotado como dAy = dA(y) (ver Fig. 1, izq.). Por otra
parte, el núcleo PMH H˜ij(x,y) está dado por
H˜ij(x,y) = K˜ij(x,y) + χH S˜ij(x,y) (3)
donde χH es un parámetro positivo arbitrario que es introducido por Hebeker (citado en Pozri-
kidis (1992)) con la finalidad de acoplar la densidad de capa simple φ con la densidad de capa
dobleψ, para lo cual Hebeker define φ(x) = χH ψ(x). Este acoplamiento permite eliminar los
seis modos rígidos de la BIE clásica mediante la introducción ad-hoc del núcleo de capa simple
S˜ij(x,y). Además, da cuenta de la fuerza y cupla viscosas sobre el cuerpo (Power y Wrobel,
1995; Pozrikidis, 1992). En el análisis presentado por Hebeker basado en una solución iterativa
del sistema de ecuaciones, concluye que χH = 1 es una buena elección con respecto al número
de condición de la matriz del sistema, lo cual será también empleado en el presente trabajo.
Dado que el lado izquierdo de la Ec. (2) es dato, la misma se reduce a una BIE de Fredholm de
segunda clase con un núcleo débilmente singular para la densidad ψj(x).
3. FORMULACIÓN NUMÉRICA CON GBEM
En GBEM se emplea una técnica de ponderación de Galerkin, la cual es descripta en de-
talle en Sarraf et al. (2017a, 2014, 2013a). La misma utiliza un lazo anidado doble sobre
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los elementos p, q = 1, 2, ..., E, donde E es el número de elementos (o paneles) en la ma-
lla BEM, mientras que los puntos x, y están asociados a los elementos p, q, respectivamente
(ver Fig. 1, der.). En esta sección, los valores de las variables a nivel elemental son denota-
dos con supraíndices, en tanto que los valores nodales son indicados con subíndices, mien-







dw f(w, x, y, z) en lugar de
∫ ∫ ∫ ∫
f(w, x, y, z) dw dx dy dz, donde las
integraciones son realizadas de derecha a izquierda.
3.1. Ponderación de Galerkin usando elementos lineales
Una técnica estándar de ponderación de Galerkin adopta las funciones de formaNγ(x), con
γ = 1, 2, ..., N , donde N es el número de nodos en la malla, para minimizar el error promedio
a través de las condiciones de ortogonalidad en la BIE discretizada. La aplicación de GBEM a






























N (p)T (x) H˜(x,y)N (q)(y)
]
(6)






N (p)T (x)N (p)(x)
]
U (p) (7)
3.2. Integrales de superficie sobre triángulos planos en GBEM
Se emplean triángulos planos de 3 nodos (elementos T1) como elementos de borde. La nume-
ración global de los nodos en los triángulos p y q se denota con i, j, k y r, s, t, respectivamente
























respectivamente, dondem denota cualquiera de los nodos i, j, k y r, s, t, mientras que el término
















Las Ecs. (5-6) definen las integrales de interacción elementales, las cuales tienen una singulari-
dad débil O(1/r). Para evaluar las Ecs. (5-6), se emplea un esquema de integración de Taylor
extendido (Taylor, 2003; Sarraf et al., 2017a, 2014), con una cuadratura numérica en las cuatro
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coordenadas de integración. Para tal fin, se introducen dos conjuntos de coordenadas para el
simplex: (ξ1, ξ2) sobre el panel p, y (η1, η2) sobre el panel q (ver Fig. 1, der.)
(ξ1, ξ2) : 0 ≤ ξ1 ≤ 1 ; 0 ≤ ξ2 ≤ ξ1 (10a)
(η1, η2) : 0 ≤ η1 ≤ 1 ; 0 ≤ η2 ≤ η1 (10b)










































































para α = i, j, k en el elemento p, y β = r, s, t en el elemento q, ver Fig. 1 (der.), y
N
(p)
i (ξ) = (1− ξ1)
N
(p)
j (ξ) = (ξ1 − ξ2)
N
(p)
k (ξ) = ξ2
N (q)r (η) = (1− η1)
N (q)s (η) = (η1 − η2)
N
(q)
t (η) = η2
(15)
Entonces, las integrales de interacción elementales, Ecs. (5-6), son escritas como
I(p,q) = J (p)J (q) Iˆ(p,q) (16a)
J (p,q) = J (p)J (q) Jˆ (p,q) (16b)
donde J (p) = 2A(p) es la jacobiana del panel p, A(p) es su área, y la misma notación se aplica al
panel q. Finalmente, las integrales de interacción elementales quedan expresadas en coordena-





























(p)T (ξ) H˜(x(ξ),y(η))N (q)(η) (18)
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Figura 2: Región de integración en el plano de las coordenadas relativas µ1, µ2 (izq.). Regiones de integración para
las auto–integrales I1, I2 e I3, de izq. a der., respectivamente (der.).
4. ESQUEMA DE TAYLOR EXTENDIDO Y LA TRANSFORMACIÓN DE DUFFY














La estrategia de Taylor para evaluar las Ecs. (19) está diseñada específicamente para triángulos
planos simples p y q, ya sea cuando son contiguos o coinciden, y el integrando f(ξ,η) contiene
una singularidad débil. En esas condiciones, se introducen las coordenadas relativas µ1 = η1−ξ1














Cambiando el orden de integración (µ2, ξ2, µ1, ξ1) a (ξ2, ξ1, µ2, µ1), y combinando las integrales
que tienen dominios solapados, la Ec. (19) se separa en 3, 6 y 1 integrales independientes para
los casos de: paneles coincidentes, paneles con aristas compartidas, y paneles con un vértice
compartido, respectivamente. El nuevo orden de integración introducido por Taylor traslada la
singularidad débil al origen, mientras que el dominio con los solapamientos eliminados trans-
curre en el plano de las coordenadas relativas (µ1, µ2), ver Fig. 2 (izq. y der.). A continua-
ción, Taylor introduce once transformaciones de Duffy para regularizar el integrando mediante
la introducción de coordenadas polares convenientes para cada integral. Las expresiones fina-
les son dadas a continuación, donde se emplea la siguiente notación: f˜n = f˜(ξn,ηn), donde
f˜(ξn,ηn) =f(ξn,ηn) + f(ηn, ξn), y ηn = ξn + µn.
4.1. Dos paneles coincidentes
En el caso de dos paneles coincidentes, Taylor encuentra que se puede reducir el número de
















dχ2 J˜n f˜n (21)
donde (ω, x, χ1, χ2) son los puntos de cuadratura de GL, mientras que ξn = ξn(ω, x, χ1, χ2) =
(ξ1, ξ2)n, yµn = µn(ω, x, χ1, χ2) = (µ1, µ2)n, en donde los intervalos 0 ≤ ω, x, χ1, χ2 ≤ 1 son
los usuales en la cuadratura de GL. La diferencia de coordenadas µn, y la jacobiana J˜n = JTD,n
son computados usando las filas 1-3 de la Tabla 1, mientras que las coordenadas ξn y ηn se
obtienen mediante las filas 1-3 de la Tabla 3, respectivamente.
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2 paneles n µ1 µ2 JTD
coincidentes 1 ω ωx ω
2 ωx ω(x− 1)
3 ωx ω
comparten 1 arista 4 −ωx1 −ωx1x2 ω2x1
5 ωx1 ωx1x2
6 −ωx1x2 ωx1(1− x2)
7 ωx1x2 ωx1(x2 − 1)
8 −ωx1x2 −ωx1
9 ωx1x2 ωx1
comparten 1 vértice 10 – – ω3z2
Tabla 1: Esquema de Taylor extendido y apoyado en la Transformación de Duffy (TD). Diferencias de coordenadas
µn y ηn, y jacobiana JTD de la TD, en función de las coordenadas de cuadratura 0 ≤ ω, x1, x2, χ1 ≤ 1 y del
número n de las integrales: 1-3 para paneles coincidentes, 4-9 para paneles con una arista en común, y 10 para
paneles con un vértice en común.
2 paneles n µ1 µ2 JTA
coincidentes 1 ω ω asinh(x) ωd(x)
2 ω asinh(x) ω(asinh(x)− 1)
3 ω asinh(x) ω
comparten 1 arista 4 −ωx1 −ωx1 asinh(x2) ω2x1d(x2)
5 ωx1 ωx1 asinh(x2)
6 −ωx1x2 ωx1(1− asinh(x2))
7 ωx1 asinh(x2) ωx1(asinh(x2)− 1)
8 −ωx1 asinh(x2) −ωx1
9 ωx1 asinh(x2) ωx1
comparten 1 vértice 10 – – ω2z2d(z1)d(z3)
Tabla 2: Esquema de Taylor extendido y apoyado en la Transformación Asinh (TA). Diferencias de coordenadas
µn y ηn, y jacobiana JTA de la TA, en función de las coordenadas de cuadratura 0 ≤ ω, x1, x2, χ1 ≤ 1 y del
número n de las integrales: 1-3 para dos paneles coincidentes, 4-9 para dos paneles con una arista en común, y 10
para dos paneles con un vértice en común, donde d(u) = 1/
√
1 + u2.
4.2. Dos paneles con una arista en común
En el caso de dos paneles con una arista en común, las seis integrales deben computarse, y
















dχ1 J˜n f˜n (22)
donde (ω, x, χ1, χ2) son los puntos de cuadratura de GL, mientras que ξn = ξn(ω, x, χ1, χ2) =
(ξ1, ξ2)n, yµn = µn(ω, x, χ1, χ2) = (µ1, µ2)n, en donde los intervalos 0 ≤ ω, x, χ1, χ2 ≤ 1 son
los usuales en la cuadratura de GL. La diferencia de coordenadas µn, y la jacobiana J˜n = JTD,n
son computados usando las filas 4-9 de la Tabla 1, mientras que las coordenadas ξn y ηn se
obtienen mediante las filas 4-9 de la Tabla 3, respectivamente.
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n ξ1 ξ2 η1 η2
1 (1− ω)χ1 + ω ω(1− x1 + x1x2) µ1 + ξ1 µ2 + ξ2
2 (1− ω)χ1 + ω(1− x1) ω(1− x1)
3 (1− ω)χ1 + ω ω(1− x1)
4 (1− ω)χ1 + ω ω(1− x1 + x1x2) µ1 + ξ1 µ2 + ξ2
5 (1− ω)χ1 + ω(1− x1) ω(1− x1)
6 (1− ω)χ1 + ω ω(1− x1)
7 (1− ω)χ1 + ω(1− x1x2) ω(1− x1x2)
8 (1− ω)χ1 + ω ω
9 (1− ω)χ1 + ω(1− x1x2) ω(1− x1)
10 para TD ω ωz1 ωz2 ωz2z3
10 para TA ω ω asinh(z1) ωz2 ωz2 asinh(z3)
Tabla 3: Coordenadas ξn y ηn, en función de las coordenadas de cuadratura 0 ≤ ω, x1, x2, χ1 ≤ 1 y del número n
de las integrales: 1-3 para dos paneles coincidentes, 4-9 para dos paneles con una arista en común, y 10 para dos
paneles con un vértice en común. El caso n = 10 depende si es TD o TA.
4.3. Dos paneles con un vértice en común
Finalmente, en el caso de dos paneles con un vértice en común, las seis integrales se reducen













dz3 J˜10 f˜10 (23)
donde (ω, x, χ1, χ2) son los puntos de cuadratura de GL, mientras que ξn = ξn(ω, x, χ1, χ2) =
(ξ1, ξ2)n, y µn = µn(ω, x, χ1, χ2) = (µ1, µ2)n, en donde los intervalos 0 ≤ ω, x, χ1, χ2 ≤ 1
son los usuales en la cuadratura de GL. La diferencia de coordenadas µn no se calcula, mientras
que la jacobiana J˜n = JTD,n está dada en la fila 10 de la Tabla 1, y las coordenadas ξn y ηn en
la fila 10 de la Tabla 3, respectivamente. Este esquema de Taylor Extendido y con empleo de la
TD fue presentado en detalle en trabajos anteriores, e.g. Sarraf et al. (2017a, 2014, 2013a).
5. ESQUEMA DE TAYLOR EXTENDIDO Y LA TRANSFORMACIÓN ASINH
Para la transformación asinh(z) se adopta su valor principal. En este caso, se reemplazan
cada una de las transformaciones de Duffy introducidas por Taylor, resumidas en la Sec. 4, por
otras sendas transformaciones asinh elegidas también por conveniencia. Mediante un cálculo
directo que, por razones de espacio, no se incluye, resultan las transformaciones resumidas en








5.1. Dos paneles coincidentes
En el caso de dos paneles coincidentes, se emplea la Ec. (21), donde la diferencia de coorde-
nadas µn y la jacobiana J˜n = JTA,n son computados usando las filas 1-3 de la Tabla 2, mientras
que las coordenadas ξn y ηn se obtienen mediante las filas 1-3 de la Tabla 3, respectivamente.
5.2. Dos paneles con una arista en común
En el caso de dos paneles con una arista en común, las seis integrales deben computarse, y
están dadas por la Ec. (22), donde la diferencia de coordenadas µn y la jacobiana J˜n = JTA,n
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Malla L 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
N 98 218 386 602 866 1178 1538 2402 3458 4706
E 192 432 768 1200 1728 2352 3072 4800 6912 9408
Tabla 4: Número de nodos N y número de elementos E para cada malla L.
son computados usando las filas 4-9 de la Tabla 2, mientras que las coordenadas ξn y ηn se
obtienen mediante las filas 4-9 de la Tabla 3, respectivamente.
5.3. Dos paneles con un vértice en común
Finalmente, en el caso de dos paneles con un vértice en común, las seis integrales se reducen
a una, y dada por la Ec. (23), donde la diferencia de coordenadas µn no se calcula, mientras que
la jacobiana J˜n = JTA,n está dada en la fila 10 de la Tabla 2, y las coordenadas ξn y ηn en la
fila 11 de la Tabla 3, respectivamente.
6. EJEMPLO NUMÉRICO: ESFERA UNITARIA EN FLUJO REPTANTE ESTACIO-
NARIO
Se considera el flujo reptante estacionario alrededor de la esfera unitaria (radio R = 1m)
cuyo centro coincide con el origen de coordenadas. La viscosidad dinámica del fluido es µ =
10−3 Pa · s y su densidad es ρ = 1kg/m3. La velocidad del flujo perturbado esU = (0.01, 0, 0)×
ms, La fuerza de Stokes analítica en régimen estacionario está dada por FS = 6piµUR (Venka-
talaxmi et al., 2004).
Se emplea el GBEM basado en una cuadratura de Taylor cuádruple y con la Transformación
Asinh (GBEM-T4-TA) descripto en la Sec. 5. En dicho integrador se emplea la regla de cuadra-
tura de GL con n1d puntos de cuadratura a lo largo de cada coordenada de integración, impli-
cando un total de n41d puntos por cada par de interacción. En particular, se opta por la regla Q22,
en donde el primer subíndice 2 denota el número de puntos de GL en las autointegrales y en la
primera capa de elementos vecinos, mientras que el segundo subíndice 2 es el número de puntos
de GL presentes en las remanentes capas. En la Tabla 4 se listan los números de nodos N y de
elementos E para cada malla L empleada, en donde, sin perder generalidad, todas son estructu-
radas, mientras que el número de grados de libertad en ponderación de Galerkin esM = 3N . En
las gráficas se adopta el Error Vector Magnitude (EVM) para las mediciones de los errores nu-
méricos, y definido como EVM(xn) = abs(e(xn))/ abs(xa), donde e(xn) = xn−xa es el error
entre los números xn y xa, numérico y analítico, respectivamente, mientras que abs(x) = |x|
es el valor absoluto del número x. A los efectos de un contraste numérico adicional también
se utiliza la transformación de Duffy generalizada de Mousavi y Sukumar (2010), esta última
no-desarrollada en este trabajo por razones de espacio, pero previamente implementada en el
código computacional. En cuanto a convergencia en malla de la fuerza, en la Fig. 3 se grafican
el EVM(F ) en dB (izq.), y en forma adimensional abs(e(Fn))/ abs(Fa) (der.), en función del
número de grados de libertadM = 3N para cada una de las transformaciones de Duffy, asinh,
y la de Duffy generalizada de Mousavi y Sukumar (2010).
7. CONCLUSIONES
Durante las primeras validaciones numéricas, la Transformación Asinh (TA) aplicada en
GBEM con el integrador de Taylor extendido ha mostrado un desempeño ligeramente mejor
que la transformación de Duffy, y ambas mucho mejores que la transformación de Duffy ge-
neralizada de Mousavi y Sukumar (2010). En cuanto a su implementación computacional, las
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Figura 3: Convergencia en malla de la fuerza F en función del número de grados de libertad M = 3N para
las transformaciones de Duffy, asinh, y Mousavi/Sukumar: medido en EVM(F ), en dB (izq.), y adimensional
abs(e(Fn))/ abs(Fa) (der.).
once transformaciones asinh que reemplazan a las correspondientes transformaciones de Duffy
ha involucrado introducir cambios menores a la algoritmia empleada. Futuros esfuerzos podrían
focalizarse en continuar su validación, depuración y optimización de la programación compu-
tacional.
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